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PLAQUES MINCES ELASTIQUES

El Equations générales de la fiexion des plagques minces

1,1 DEFINITIONS ET HYPOTHESES DE BASE

Les axes Oxyz étant rectangulaires, une p/ague mince est un solide
limité par deux plans paralléles voisins d'équations z= £ '/,h, et par
une surface cylindrique dont les génératrices sont paralléles a Oz.
Le plan Oxy est le plan moyen (ou feuillet moyen) de la plaque.
L'épaisseur /1 de la plaque est supposée petite devant les dimensions
mesurées dans le plan moyen,

La minceur de la plaque justifie les hypothéses simplificatrices
suivantes.

s les forces extérieures [densité superficielle p(x, y) ou densité

linéaire P(s) le long d'une courbe (I') du plan moyen d'abscisse

curviligne s] peuvent étre considérées comme appliquées au plan
moyen. Les densités p(x, y) et P(s) sont supposées normales au
plan moyen, et comptées positivement sur I'axe Oz" opposé a Oz

e [a contrainte normale o, sur tout élément paralléle au plan
moyen peut étre négligée.

e Le plan moyen ne subit atcune contraction ni extension lors
de la flexion de la plaque. Le déplacement d'un point du plan moyen
se réduit donc a sa seule composante normale wi(x,y) comptée
positivement sur Oz.

o Une section de la plaque normale & son plan moyen reste
plane aprés déformation. Le déplacement d'un point (x,y z) de
la plaque a donc pour composantes :

u=—z%—v£. v=—29£. w=wixy) @

1,2 ETUDE DE LA FLEXION PURE

1,21 Relations entre les contraintes et les
déformations.

Les formules (1) donnant les composantes du déplacement
montrent que les seules composantes non nulles du tenseur défor-
mation sont £,, £, &t y3. Nous obtenons donc, en désignant par £
le module d'Young et par v le coefficient de Poisson, et en tenant
compte de ce que oy est nul:

02w 1

8 ==255 =% (o1 = vor)
2w 1

g2= =27 = o2~ voy) (2]
2w 1+v

e e Aty 1
s 0x Oy g 2
Donc, en résolvant par rapport & oy, O3 et 15!
Ez /0w 02w

= T Y Oy
Ez /0w 02w
= —— [t e
2= T3\ T Ve ©
Ez 02w

f I g 2 dx 0y
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@ moments fléchissants
M‘ =0 et M: >0

& moment de torsion
>0

Fig. 1. — M fléchi ts et t de torsion.

Les moments fléchissants M, et My, et le moment de torsion C
en un point (x, y) du plan moyen ont pour valeurs :

1Jzh 1f2h 42l
M, = —f o, zdz, My=— f 6z zdz, C= —J T32dz
-1f2h -1J2h

L |

En remplagant o, o2 et t; par leurs valeurs (3) et en définissant
la rigidité a la flexion de la plaque par:

B Eh? . T 1 h3)
T120-v®) 1-v2 (a"“" “12") ©
nous obtenons les relations fondamentales :
P (L
LR axz Yy
02w 02w !
Mz=D( TtV ©
=0 1 —v) %
=0 fE=v) x dy

entre les composantes du tenseur flexion M et les composantes du
tenseur courbure K:
Pw  02w

(M, € Xz xy
e [c M;]' Tl 2w 0w o
0xdy 0y?

Les composantes M,, M, et C définissent la contrainte généralisée.
Si I'on considére (fig. 1) un rectangle élémentaire dont les cotés
AB = dx et AC = dy sont paralléles aux axes Ox et Oy de vecteurs
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Fig. 2. — Calcul des moments appliqués & un élément triangulaire.

- -
unités / et j, ce rectangle est soumis le long du coté AB aux couples

o - -
— Midx et Cjdx, et le long du coté AC aux couples — C/dy
et M, jdy.

Les contraintes oy, G2 et 13 se déduisent des composantes M,,
M, et C de la contrainte généralisée au moyen des formules suivantes,
qui découlent immédiatement des relations (3) et (5) :

M1Z Mgz Cz

e R S S

I=1/,,h3 désignant l'inertie d'une section de largeur unité de la
plaque.

Les composantes 02w/0x2, 02w/ly? et 2 02w/0x 0y définissent
la déformation généralisée; 0?w/Ux* est la courbure normale du
plan moyen déformé suivant la direction de I'axe Ox; 02w/0y? est
la courbure normale du plan moyen déformé suivant la direction de
I'axe Oy enfin 02w/0x 0y est la torsion géodésique relative aux
directions des axes.

Les formules (2) permettent de calculer les composantes de la
déformation réelle en fonction des composantes de la déformation
généralisée.

1,22 Moment fléchissant et moment de torsion
dans une section quelconque.
Directions principales.

Pour trouver le moment fléchissant A1 (0) et le couple de torsion C ()
supportés par unité de longueur d'une section de la plaque dont
la normale fait 'angle 8 avec O, il suffit (fig. 2) d'écrire I'équilibre
des moments appliqués a un élément triangulaire ABC (BC = ds,
AB=dssinf, AC=dscosb).

Nous obtenons ainsi I'équation vectorielle :
C(0) 7+ M(8) 7 =(—Ci+ Myj) cosb+ (—Msi+ Cj)sind
équivalente aux deux équations scalaires:
M () = M, cos20 + M2 sin?0 + 2 C sinb cosB | o
C(8) = (M, — M) sinf cosl — C(cos?0 — sin?8) |
Notons que: C=— C(0) =-=C(xn) = C(r/2) = C(3 n/2).
Il existe deux directions principales rectangulaires pour lesquelles
le moment de torsion C(0) est nul; elles sont définies par:
2¢C

t920=m

Les moments fléchissants principaux 911, et 91, relatifs aux
directions principales sont les racines de I'équation :
A2 — (M + M)DIL + (My My — C’) =0
La troisiéme équation (6) montre que les directions principales
du tenseur flexion sont aussi les directions principales du tenseur

Vérifier qu'une fiche placée en téte de cet arlicle ne modifie pas le présant texte.

courbure ; 4 ces directions correspondent donc les courbures princi-
pales du plan moyen déformé.

1,23 Potentiel élastique d'une plaque soumise a la
flexion pure.

Le potentiel élastique (ou énergie de déformation) W de la
plaque d'aire S a pour valeur, les composantes de la contrainte
généralisée étant (M,, M,, C) et celles de la déformation généralisée
&tant (02 w/dx2, 02 w/dy?, 202 w/ix dy):

1 02w 02w 2w
— = —_— P —_—
2.”;("" e Mgt 2 Coxbv) dxdy @
Les relations (5) permettent d’écrire le potentiel sous la forme:
o D J' 02w 02w\ 2 il = w 2w
X2 ay= =0y ox2 2
2w
(Ox i ] dx dy o

qui ne dépend que des invariants du tenseur courbure, ou sous la
forme:

W= ZD('I——vZ)J.f [(My +Ma)2=2(1 +v) (My My— C?)] dxdy

qui ne dépend que des invariants My + M, et My M, — C? du tenseur
flexion.

1,3 FLEXION DES PLAQUES
CHARGEES TRANSVERSALEMENT

1.31 Efforts tranchants.

Admettons que les relations précédentes, établies dans le cas de
la flexion pure, sont encore valables dans le cas de la flexion avec
effort tranchant. Cette hypothése, qui revient a négliger les défor-
mations dues a l'effort tranchant, est justifiée par la minceur de la
plaque.

Désignons par T, l'effort tranchant par unité de longueur dans
une section normale 8 Ox, et par T, l'effort tranchant par unité de
longueur dans une section normale a8 Oy. Les efforts tranchants
T, et T, sont comptés positivement sur Oz. |l résulte alors de |'équilibre
de I'élément ABC de la figure 2 qu'une section de la plaque, dont la
normale orientée fait I'angle 0 avec Ox, supporte par unité de longueur
un effort tranchant:

7(0)=T,cosB+ T,sin0 @

Connaissant T, et T,, on calculera les contraintes de cisaillement
maximales en adoptant la loi de distribution parabolique des con-
traintes de cisaillement dans les sections rectangulaires, donc:

(T2) mox = 2( ) (T miax = —(._

A 310-3
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Fig. 3. — Densité de réaction appliquée & une plaque de contour (I).
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Fig. 4. — Réaction concentrée en un point anguleux du contour (I).

1,32 Equations d’'équilibre. Equation de Lagrange.

Ecrivons 'équilibre d'un éiément ABCD de cOtés AB =dx et

—_—
AC = dy. Soient /, j et k les vecteurs unités des axes Oxyz. Les forces
et les couples appliqués é I'élément comprennent :

— une force — pdx dyk appllquée au centre de I'élément;
-
— une force Fag et un couple I‘,w appliqués au milieu du coté AB :

FAB= ngxk. F,.B=*M2dxi+ Cdxj
— une force }"-:,‘c et un couple I_“:,c appliqués au milieu du c6té AC :
;'-;c =Ty dYk_: _I:AC == CdW:*+ My dy?

— une force F:n et un couple Fcn appligués au milieu du coté CO:
= -— -[.- iy
FCD (Tz ay d}l’ dx k
= DMQ ) o aC ) o
= B S - g
I'ep (M_ o dy ) dxi (C T dy Jdx/
— une force ﬁm et un couple -Itm appliqués au milieu du cété BD:
: T -
Fao=— (r, + -a—‘ dx)dy k
M -
I'BD (C+ X dx dy: = My + dx dy/

Les équations d'équilibre de I'élément se réduisent aux trois
équations :

0T, 0T \
ﬁ*‘a;'——ﬂix.l-') ﬂ
oM, dC
o oy T o
OMa OC

L — TZ

dy 0

En éliminant T, et 7, entre ces trois équations, nous trouvons :
OZM,+ 02¢ ‘_EPMz
ox2 dxdy  0y2 P(x.¥)
puis, en remplagant M;, M, et C par leurs expressions (5), nous
obtenons |'équation de Lagrange, dans laquelle A désigne le
laplacien 02/0x2+ 02/Jy2:

0w 0w
Bidoon= D(Ox‘ Wz 0y oyh =meln) @

Si I'oen porte les expressions (5) de M,, M. et C dans les deux
dernigéres équations d'équilibre (11), on trouve les expressions

A 3104

suivantes de T; et T,:

_AW) _d(Aw)
=D w T.=D oy @

1,33 Conditions aux limites.

Le déplacement w doit satisfaire a I'équation de Lagrange (12)
et aux conditions aux limites sur le contour (I') de la plaque (fig. 3).

Un élément de section verticale du contour de la plaque est défini
par la normale intérieure Pn au contour, de vecteur unité /' faisant

I'angle 8= (/, /") avec le vecteur unité / de I'axe Ox. Cet élément de
bordure suppose un effort tranchant 7(0), un moment fléchissant M (8)
et un moment de torsion C(8) donnés par les formules (10) et (7),
et, pendant la flexion, tourne autour de la tangente au contour d’un
angle:

aw_aw
o 0x

La densité de réaction d'appui A (0), comptée positivement sur Oz,
se décompose en une densité de réaction d’appui 7(0) due a I'effort
tranchant, et en une densité de réaction d’appui due au moment
de torsion. Soit s I'abscisse curviligne du contour comptée positive-
ment dans le sens trigonométrique; le couple de torsion C(6) ds
appliqué a un élément PP’ =ds du contour est équivalent a3 une
réaction C(0) appliquée en P et & une réaction — C(0) appliquée
en P’; en faisant la somme de ces réactions pour I'ensemble des
éléments du contour, on voit que le moment de torsion le long du
contour résulte d'une densité de réaction 0 C(0)/0s. La densité de
réaction R (8) est donc donnée par le formule de Kirchhoff:

0 C(0)
RUG) = Ti(0) = 7 [15)

dw
coso-l-—a;—smﬂ (14]

Le raisonnement précédent montre qu'en un point anguleux Q
du contour il existe une réaction concenirée Rg:

Rq=C(02) = C(0,) (16)
0, désignant I'angle (‘.r': .r‘:} du vectsur nnrmal_::' en Q & l'arc AQ,
- -
et 0, I'angle (/, 7;) du vecteur normal /; en Q & I'arc 8Q du contour
(fig. 4).

Les conditions aux limites sur le contour le plus souvent
rencontrées en pratique sont;

— bord encastré : w=0, ow/in=10
— bord simplement appuyé: w=0, M(e) =
— bord libre : M(©)=0, R(B)=0
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1 3
A = i)
0 X
Fig. 6. — Conditions aux limites sur le contour d'une plaque rectan-
gulaire.

Donnons, 4 titre d'exemple, les valeurs de 0w/ 0n, M (0) et R (0)
en tout point du contour d’'une plague rectangulaire ABCD dont
les cotés sont paralléles aux axes Ox et Oy (fig. 5).

— Le long du cété AC (0=0):

dw 0w 02w
o =M f’(axz '“—ayz)
[Oﬁw 3w l

A6 T+aCD =
(0) =Ty + = 5 (2 \’)W

Oy

— Le long du c6té AB (ﬁ =%);

v dw 02w 02w

5 -Ty- M(@®)=M;=D -—ayz + \r'——ax2
o 03w 3w

”‘”"Tﬁ*a‘*”[oya U oT_D?]

— Le long du coté BD (0=m):
ow dw 02w 02w
—_—— . M{B)—M| (—éx—z‘*va—yz)

on 0x
o D[O3W PG Bw
E i R oxayz]

. 3n
— Le long du cété CD (6=-—— =

R(®)=—-T,~

dw dw Pw
oy M(B)_Mz_D(Dyz Y 2
B T = o <y
(0)==T72 ™ 0y ( )ﬂxzt)y

Enfin, la formule (16) montre que les réactions concentrées
aux angles de la plaque ont pour valeurs:
n
= (?) =2 Cg

Ar=C («’:,f—)—cw)ﬁm. Rs=C(m)
pr‘c(% —C(:':)=2C'D. HCZ‘C(O)_C(‘B%['):_ZCC

Cp Cg, Cc et Cp désignant les valeurs de la composante C du
tenseur flexion aux angles de la plaque (§ 1,22).

1,34 Réduction de l'équation de Lagrange a deux
équations de Laplace.

Soit M= M, + M, le premier invariant du tenseur flexion; en
ajoutant membre & membre les deux premiéres relations (65), on voit
gue w est une intégrale de I'équation de Laplace :

AW‘;‘_—D“ =

Pour trouver un renselgnement, consulter la table alphabétique.

En reportant la valeur précédente de Aw dans |'équation de
Lagrange (12), on voit que M est une intégrale de I'équation de
Laplace:

AM=—(1+v)p(xv)

Donc, toutes les fois que I'on connait les conditions auxquelles
doivent satisfaire les fonctions M et w sur le contour de la plaque,
I'intégration de I'équation de Lagrange peut &tre remplacée par ['inté-
gration de I'équation de Laplace donnant M, puis par l'intégration de
I'équation de Laplace donnant w.

Il en est ainsi dans le cas d'une plague polygonale simplement
appuyée sur ses bords; il est. en effet, immédiat de voir que les
fonctions M et w doivent s'annuler sur le contour de la plaque.

1,35 Limites d'application de la théorie des plaques
minces.

Nous avons fait I'hypothése que le plan moyen déformé ne subissait
ni contraction ni extension (§ 1,1). Cette hypothése ne peut étre
rigoureusement satisfaite que lorsque la surface du plan moyen
déformé est applicable sur un plan, donc développable. Il en est bien
ainsi dans le cas de la flexion cylindrique des plaques, et dans ce cas
I'application de la théorie exige seulement que |'épaisseur de la plaque
soit petite devant ses dimensions transversales.

Mais si la plaque fléchit de sorte que le plan moyen déformé soit
une surface non développable, les courbes tracées sur le plan moyen
subissent des variations de longueur pendant la flexion. Dans ce cas,
la théorie des plagues minces n'est justifiée que lorsque les dilatations
du plan moyen sont petites devant les dilatations maximales produites
par la flexion. Il est aisé de vérifier qu'il en est bien ainsi lorsque /e
déplacement w est petit devant I'épaisseur h de la plaque.

Les conditions précédentes sont toujours vérifiées pour les
dalles en béton armé ou en béton précontraint utilisées dans les
constructions. Par contre, elles ne le sont qu'imparfaitement pour
les tbles des bordés des coques des navires ; ces tdles travaillent
alors 4 la fois en flexion et en membranes.

1,4 ETUDE DES PLAQUES MINCES AU MOYEN
DU THEOREME DES TRAVAUX VIRTUELS

Soit une plaque mince d'aire S et de contour (I), dont les bords
sont encastrés, simplement appuyés ou libres. La charge transversale
p(x, y) produit le déplacement w(x, y). Donnons & w une variation

virtuelle 8w = w compatible avec les conditions aux limites; le
travail virtuel des réactions au contour étant nul, le théoréme des
travaux virtuels se traduit par I'équation :

V+asw=0
8V étant la variation de |'"énergie potentielle de la charge :

av=”;pv;ds

A 310-5
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et 6W la variation du poten!.f'e! élastigue de la plaque :

W= ﬂ (M, + M, gz";'wc az""')ds

Nous allons transformer I'expression de §W en utilisant la formule
de Riemann:

i 1 FJQ !
JJ Ox )dS-——J (Pcos 0+ Qsin ) ds

dans laquelle Imtégrale curviligne est prise dans le sens trigono-
métrique, et (cos 0, sin 0) sont les cosinus directeurs de la normale
intérieure a (I').

On établit ainsi les relations :

02 M‘ o
[fom wres-[[ 5
dw
‘fr("’“w*
y hE 02 M, —
stMg _-_t.‘y" dS-—j s————a v wdS
* dw
J (M-
g azw
jJs Ox 0y M JJ E‘ny was |
—J (Clvicosﬂ——qE;sinlJ)ds
oy ox
VLl azw
.” oy

i2c
JJ; WXy Oy
Il en résulte que:

oMy, —
_071 w) cos 0ds

oM, —
-5—3 w) sin 0 ds
y

0c —
j (C-— sin ) — W COS B) ds
oy

52M| 02C OZM;;
i ” ( W 2 Ixdy ayZ)“"dS

dw dw
—f [(M1 cos @+ Csin B) T 4+ (Mzsin 0 + Ccos @) ——]ds

Y h
f [(OM' {'C cos 0+ MJ 0 )smﬂ]wds

Compte tenu des relations (5), l'intégrale double qui figure dans
8W a pour expression :

- f J; (DAAW) w dS

Remplagons dans la premiére intégrale curviligne qui figure dans
SW les dérivées dw/dx et dw/dy par leurs expressions en fonction

de la dérivée normale Jw/dn et de la dérivée dw/ds suivant la
tangente orientée au contour (I'):

w  w w
O—X=Tn—cosﬂ+ﬁsmﬁ
w 0w w

a—y-m—ﬁ-srne——a;-cosa

A 310-6

nous trouvons, compte tenu des relations (7) :
W, = —fr [M(G} -aa%+ c(0) —Da% ds
Et puisque :
J. c(0) -a——d +
Us
nous pouvons eécrire :

f acm);ds:’r diwe®

08 0s

0C (9}

Wy =

- M(8) —]

Enfin, la seconde intégrale curviligne s'écrit, compte tenu des
deux derniéres équations d'équilibre (11) et de la relation (10):

8W3=fr (T, cos B+ Tzsinﬂ);ds=fr 7(0) wds
Finalement, nous obtenons [‘expression suivante de 6W :

aw=” (DAAw)v_vdS+J. Kr(e)+ ar:(e))w M(e}a 1
. 5

Le théoréme destravaux virtuels se traduit donc par les deux équations:

J (DA Aw + p) wdS =0
5

j 2e(o)
JFKT(a) + o

La premiére équation (17) montre que, la variation virtuelle w
étant arbitraire dans S, w doit vérifier I'équation de Lagrange (12):

DAAw+p=0

Moyennant les hypothéses faites sur le contour, la seconde
équation (17) est toujours vérifiée, car nous avons:

;—M(e)%—]ds:{)

— sur un bord encastré : w=0, dw/dn=0

— sur un bord simplement appuyé: w=0, M(0) =

— sur un bord libre : M(@)=0, T(0)+
0C(0)/os=0

Inversement, la seconde équation (17) nous donnerait les condi-
tions aux limites, si nous ne les connaissions pas. Par exemple, sur

un bord libre, w et al;!an étant arbitraires, nous retrouvons les
conditions aux limites :

M(6) =0 T(0)+0C(0)/0s=R(0)=
données précédemment (§ 1,33).

Nous retiendrons que, quelles que soient les conditions suivantes :
bord encastré, bord simplement appuyé ou bord libre, la variation

virtuelle de I'énergie de déformation, pour un déplacement virtuel w
compatible avec les liaisons au contour, a pour valeur:

BW:IIS(DAAva_vdS (18]

Si l'on prend w= w, on voit que 8W =2 W; nous obtenons ainsi
I'expression suivante de |'énergie de déformation:

1
w=-2muffswAAwds (1)
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Fig. 6. — Flexion d'une plag
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Fig. 7. — Flexion d'une plague dont les bords opposés sont fixes.

Compte tenu de I'équation de Lagrange (12), I'expression pré-
cédente peut également s'écrire sous la forme de Clapeyron :

1
W=_EffsdeS

1,5 METHODE DE L'ENERGIE

Il est possible, au lieu d'intégrer I'équation de Lagrange, de déter-
miner le déplacement w(x,y) d'une plaque soumise & la charge
p(x y). en écrivant que |'énergie totale U est minimale pour la position
d'équilibre. L'énergie totale U est la somme de I'énergie de déforma-
1ion W et de t'énergie potentielle de la charge p(x, y) :

BZW 2w\ 2
U_ —r—
( T Dy
o 2w 02w 2w )2 I 2pw| dsa
(1-v 0x2 Qy? x 0y D
Le probléme de la flexion d'une plaque revient donc & chercher

la fonction w(x, y) qui vérifie les conditions aux limites et qui rend
minimale l'intégrale (20).

On peut utiliser [a méthode de I'énergie pour trouver une expression
approchée de w(x,y). Supposons connues n fonctions w;(x, y)
vérifiant les conditions aux limites; on peut représenter approxima-
tivernent w(x, ¥) par une combinaison linéaire de ces fonctions:

n

> & wi (xy)
i=1

En substituant I'expression précédente, qui vérifie les conditions
aux limites, dans l'intégrale U, nous obtenons, aprés intégration,
U sous la forme d'un polynéme du second degré des coefficients a;.
Les valeurs des coefficients qui rendent l'intégrale U minimale
vérifient donc les n équations linéaires :

o iy o

031_0 aaf fiow T . Bs,,zo

w(x,y) =

Par exemple, pour calculer une plague rectangulaire encastrée
le long de ses cOtés x=0, x=a, y=0 et y=b, on peut adopter
|'expression :

w(x,y) = X2 y2(x = a)2(y = b)2(ay + ay x + a3 y + 25 52
+as Xy + g y?)

Lorsque les fonctions w;(x, y) sont en nombre infini, et gu'une
série de fonctions Za;w, (x, y) permet de représenter toute fonction

Pour les notations et symboles, se reporter en A 301 en début de rubrique.

vérifiant les conditions aux limites, la méthode précédente fournit
la solution exacte sous la forme d’'une série de fonctions w;(x, y)
(cf § 2,2).

1,6 FLEXION CYLINDRIQUE DES PLAQUES
MINCES

1,61 Equations générales.

Considérons une plague rectangulaire trés longue, dont les petits
cotés sont paralléles & Ox (fig. 6) ; cette plaque est soumise & une
densité de charge p(x) ne dépendant pas de y. Nous supposons
que les conditions d’appui le long des grands cotés sont quelconques,
mais indépendantes de y. Nous pouvons admettre qu'a une distance
suffisante des petits cotés le plan moyen déformé peut étre confondu
avec un cylindre de génératrices paralléles & Oy, autrement dit que w
n'est fonction que de x. Dans ces conditions, les équations générales
de la théorie des plaques minces se réduisent aux équations :

d2w
My =D Mp=vMy, C=0 ’
dm, d7; 9
=g TV ape==ii s )

La premiére équation (21) permet de calculer w connaissant les
conditions aux limites le long des grands cOtés x =0 et x=a

1,62 Plagques dont les bords opposés sont fixes.

Bornons-nous au cas ol la plaque est simplement appuyée sur
les bords x =0 et x = a, et ol la densité de charge p est constante.

i Il s'agit, en pratique, de plagues constituées par des toles
minces fixées sur une ossature rigide.

Puisque les bords x = 0 et x=a ne peuvent se rapprocher durant
la flexion, il se développe le long de ces bords une densité de réaction
horizontale F inconnue (fig. 7). La premiére équation (21) s'écrit
alors :

D d?w s 1
dxZ w=3 px(a—x)

L'intégrale de cette équation différentielle, qui satisfait aux condi-

tions aux limites w(0) = 0 et w(a) =0, est:

___pa* feh[u(1- 2 xfa)] _ali patx{a—x)
W) =~ 6D u| chu 8D u?
u étant défini par:

v=5a) §

Pour déterminer F, on écrit que I"allongement di a la déformation w
est égal a I'allongement produit par la contrainte de traction uniforme

o=Ffh:
i 'ﬂ(dw zd _Fa(1-vy) h2u?
2| \dx/) T RE  3a

On obtient ainsi une équation transcendante qui permet de cal-
culer v, donc F.

Le fait de fixer les bords de la plaque diminue les contraintes
normales, car une partie de la charge est supportée par la plaque se
comportant comme une membrane funiculaire,

Les problémes de plaques 2 bords fixes se rencontrent en cons-
truction navale (toles des bordés des navires).

A 3107
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F1 Plagues rectangulaires

21 PLAQUES RECTANGULAIRES SIMPLEMENT
APPUYEES. SOLUTION DE NAVIER

Considérons une plaque rectangulaire, simplement appuyée sur
ses bords x= 0, x=a, y= 0 et y = b, soumise & une densité de charge
p(x.y) (fig. 8). Il est immédiat de vérifier que la série double de
sinus ;

w(x, y) = 2 z B, ,,sm sm AR @

m=1n=1 b

satisfait aux conditions aux limites. |l suffit donc de déterminer les
coefficients B, de fagcon que cette série soit une intégrale de
I'équation de Lagrange (12).

Pour cela, développons p(x, y) en série double de sinus:

plxy) = E 2 A Sin sin il

m=1n=1 b

Cette série dont les coefficients ont pour valeurs ;

A abj J p(x. y) sin

est absolument et umformémant convergente dans le domaine
(0<x<a 0<y<b) etapour somme p(x,y) siles conditions
suffisantes suivantes sont vérifiées :

SII1 — dx dy @

s p(x y) est nul sur le contour de la plaque;

e m et n étant deux entiers relatifs choisis de fagon que le poirt
(x+ ma, y+ nb) appartienne au domaine (0 < x<a,0<y < h), la
fonction & (x, y) définie dans tout le plan par la relation :

T y)=(=1)"*np(x+ ma,y+ nb)
est continue, ainsi que ses dérivées jusqu'd l'ordre quatre,
En reportant les séries qui donnent w(x, y) et p(x, y) dans I'équa-

tion de Lagrange (12), on trouve les coefficients B,,,. On obtient
ainsi la solution :

mnx . nmy
wi(x, y)—-— sip——
Cette série est a fortiori absolument et uniformément convergente,
puisque ses coefficients sont plus petits en valeur absolue que les
coefficients A, .. Elle ne converge pas trds rapidement. Mais les
séries qui représentent My, M,, C, T, et T, par exemple ;

m? n?
S e S
ISR a2 b? mmxX . nmy
M=—— Apin——————— sin ——sin —
' a2 Z‘ z M rmE p?\2 a b
m n 1 o ——
32 b2
n? m?
v
1T s 2 b2 a? mmx . nmny
My=— A sin sin —
27 g2 Z‘ 21 N 2 nz\z2 a b
m n= X = + —
a? b2

convergent encore plus lentement. 1l faut donc toujours préférer la solu-
tion de Maurice Lévy donnée ci-aprés (§ 2,3), qui donne w(x, y) sous la
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Fig. 8. — Plaque rectangulaire simpl t appuyé ise & une
densité de charge.

forme d'une série simple trés rapidement convergente.

Il peut arriver que les séries qui représentent les fonctions w, M,
M,, C, Ty et T, soient absolument et uniformément convergentes
sans que la série dont les coefficients sont définis par la formule (23)
le soit. Dans ce cas, la somme de la série (24) est encore le dépla-
cement w(x, y), car il est possible de modifier infiniment peu la
fonction p(x.,y) pour qu'elie satisfasse aux conditions suffisantes
indiquées précédemment, sans modifier pour cela I'équilibre de
la plaque.

Ce cas se rencontre notamment pour une charge de densité
constante p répartie sur un rectangle de cdtés a’ et b’ paralléles aux
cotés de la plaque, et dont le centre est confondu avec celui de la
plaque (fig. 8) ; en effet, dans ce cas;

16p mna’ b’ si m et n

(—1 [{m+n)f2]+1 i i S

Am,,.=P( JERE wmn " 22 o 2h sont impairs
0 si m ou n est pair

2,2 APPLICATION DE LA METHODE
DE L'ENERGIE AUX PLAOQUES RECTANGULAIRES
SIMPLEMENT APPUYEES

Nous avons vu que le déplacement w(x, y) pouvait étre représentd
par la série double de sinus [formule (22)]. En reportant cette valeur
dans la formule (9), des calculs simples donnent I'expression du po-
tentiel élastique :

____r:“DabZ ‘zs — )@

m=1 n=1

L'énergie potentielle V de la densité de charge p (x. y) a pour valeur :

fa (]
= dxd
U.pr xdy

a 'b . mnx . nny
B p(x y) sin sin—— dx dy
JoJo a b
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soit, compte tenu de la valeur (23) de A, :

1 oo oo
V= —ab SR Y, W

m=1n=1

L'énergie potentielle totale U= W+ V dépend des paramétres
B Nous devons avoir:

o 1 m2  n?\2
—_— 4 e ——
B, & ab [rc DB, (a’ + b2 + Am‘,.]

Nous retrouvons ainsi la solution (24).

Appliquons la méthode de I'énergie (8 1,5) au calcul du déplace-
ment w(E, n;x, v) produit au point (x, ¥) par une charge concentrée
P =1 appliquée au point (£, 1) ; nous avons dans ce cas:

oo

oQ
V= %‘_‘1 ;1 B, sin m:z'; sin ?

et nous obtenons la solution:

wEn:xy)=

_ommg oy mnx i nwy
. sin — sin ===
oo oo SIN 2 b = B

4
- 2 o N
BT

m=1n=1
Nous avons bien, conformément au théoréme de réciprocité de
Maxwell-Betti (cf article Théorie de I'élasticité) :

26

w(En;: xy)=wxy; &n)

La fonction w(E n; X ¥) est une fonction d'influence qui
permet de calculer le déplacement w(x, y) provoqué par une densité
de charge p(x, y) quelconque :

a b
w(x, y) =L fo p(E ) w(En; x y)dEdn

Nous pouvons déduire de la série (26) les séries qui représentent
My, M, C, T; et T, au moyen des relations (5) et (13) : on constate
que ces séries divergent pour x = £ et y = 1. Les moments fléchissants
M, et M5, le moment de torsion C et les efforts tranchants 7y et T»
deviennent donc infinis au droit du point d'application d'une charge
concentrée. Ce fait est général, quelles que soient les conditions
aux limites sur le bord de la plaque. Il en résulte que, lorsqu'on
doit justifier une plaque par un critére de limitation des contraintes.
il est nécessaire de remplacer une charge concentrée P par une charge
de densité p uniformément répartie sur une petite surface S telle
que P=pS; il est d'usage de prendre pour S la surface d'un cercle
ayant pour centre le point d'application de la charge concentrée et
pour diamétre |'épaisseur h de la plague. De méme, on admet que
le poids P d’une roue, uniformément réparti sur un rectangle de cotés
a’ et b’ de la face supérieure de la plaque, est équivalent au méme
poids P uniformément réparti sur un rectangle de cotés a’+ h et
b'+ h du plan moyen.

Pour la table analytique, se reporter & la premiére page de cet article.

2,3 PLAQUES RECTANGULAIRES
SIMPLEMENT APPUYEES SUR DEUX COTES
OPPOSES

2,31 Solution de Maurice Lévy.
Formules générales.

Maurice Lévy a étudié les solutions de I'équation de Lagrange (12)
qui sont représentées par une série trigonométrique simple :

= mnx
wixy)= 2 Faly)sin—— 2]
m=1

dont les coefficients sont des fonctions de y. Cette solution, qui
vérifie les conditions w=0 et 02w/0x?=0 pour x=0 et x=a,
convient donc pour une plaque rectangulaire simplement appuyée
sur ses deux cotés opposés x= 0 et x = a, Nous allons voir qu'il est
possible de déterminer les fonctions F,(y) de facon & vérifier des
conditions aux limites diverses (bord encastré, bord simplement
appuyé ou bord libre) le long des deux autres cotés de la plaque
d’'équations y= b, et y = b..

Développons la densité de charge p(x, y) en série de sinus:

mnx
a

p(Xy)= 2 pmly)sin

m=1

Cette série dont les coefficients ont pour valeurs :

2 @
Pmly) = ?fo px ) sin o dx D

a
est absolument et uniformément convergente et a pour somme
p(x y) si les conditions suffisantes suivantes sont vérifiées :

e p(x,y) s'annule pour x=0 et x=a;

e m étant un entier relatif tel que x + ma appartienne a l'intervalle
(0. a), la fonction définie, quel que soit x, par:

F(x,y)=(=1)"p(x+ ma,y)
est une fonction de x continue, ainsi gue ses deux premiéres dérivées.

En reportant les séries donnant w(x, y) et p(x, y) dans I'équation
de Lagrange (12), on trouve que les fonctions F,(y) doivent vérifier
les équations différentielles linéaires & coefficients constants:
m2n? ., mint

1
by =2 Eo b Fa ==V

L'intégrale générale de I'équation différentielle précédente s'écrit:

Fn() = Fn(y) + (Am oh ™+ 5, T g ”’:”)

D

mm mi mm
i L 0N

a
A, B, C., et D, étant des constantes arbitraires, et £, (y) une inté-
grale particuligre que |'on peut toujours obtenir par la méthode de
la variation des constantes. Dans l'expression (29), nous avons
mis en évidence une fonction paire de y dans la premiére parenthése,
et une fonction impaire de y dans la seconde.

A 310-9
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Il est alors possible de déterminer les constantes A,, B, Cn et
D,, de fagon & vérifier les conditions aux limites (bord encastré,
bord simplement appuyé ou bord libre) le long des cétés y= b,
et y=b,. Ces conditions étant homogénes en w, il suffit d'écrire
que chaque solution élémentaire :

Wi (X, ¥) = Fnu(y) sin =

satisfait aux conditions aux limites envisagées.

Précisons par exemple les conditions aux limites le long du
cbté y= b,.

— Le c6té y= by est encasiré: on trouve, w,, et (w,,/Jy devant
étre nuls pour y= by :
Fn(by) =0, Fn(by) =0
— Le c6té y= b, est simplement appuyé: on trouve, w, et
D (02 w,,/0y2+ v 02 w,,/0x2) devant &tre nuls pour y= by :
Fn(b:) =0, Falby)=0
— Le cété y = b est libre : on trouve, D (02 w,,/0y2 + v 02 w,./ 0x2)
et D03 w,/0y® + (2= v) 03 w,,/0x20y] devant étre nuls pour y = by :
2

: m?n?
Fa(by) — v o F(by)=0
"y mzn:
Fi(by) = (2= v) —

Fn(by) =0

Les fonctions F,,(y) doivent donc satisfaire & quatre conditions :
deux sur chacun des cétés y= b, et y= b,. Nous obtenons ainsi
quatre équations linéaires pour déterminer les quatre constantes
Ay By Coy €8 D

Connaissant w, les formules (5) donnent M,, M, et C:

{--]
, m? n? . mnx
My=D 3 |vEly) - — Fm(y}]sm
m=1
- m2n? . mmx
M:=D 2 |Faly) ~v—03 Fm(v)]sm =
m=1

c=D(1-v) > ?F.;,(y) cos X

m=1

puls les deux dernigres formules (11) donnent 7, et 72
o
mr | _., m?n2 mmnx
Ty=D Z —[Fm(w = —;*Fm(v)] cos ——
LSSty 18 a a
mnx
a

20 2 g2
=0 3 [F,::'(y) —%—ﬁ;(y)] sin

Nous laissons au lecteur le soin de calculer les réactions d'appui
réparties le long des cOtés et les réactions concentrées aux angles
de la plaque.

Remarque: il est toujours possible, sans troubler |'équilibre
de la plaque, de modifier infiniment peu la densité de charge
p(x.v) finie pour que les conditions suffisantes de représentation
de |a densité de charge par une série de sinus soient satisfaites.

A 310-10
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Fig. 9. — Plague gulaire simpl t appuyée.

Il en résulte que la série (27) a pour somme w(x. y) lorsqu'elle
est convergente. Ce résultat est encore exact dans le cas d'une
densité linéaire de charge appliquée le long d'une courbe du plan
moyen,

2,32 Plaque simplement appuyée le long de ses
cotés.
Choisissons les axes Oxy comme il est indiqué sur la figure 9 ;

1
les cbtés de la plaque ontdonc pour équationsx=0,x=a,y = — 7 b
1

ety=2

b,

Nous examinerons deux cas de charge.

2,321 Premier cas: p(x,y)= p(x). — Dans ce cas, les coefficients
Pm(y) sont des constantes p,,

2 e . mmx
pm—;fu p(x) sm—a—dx @
La fonction F,(y) étant paire, la solution w(x, y) est de la forme :
8 & Pm
w(x, y) __"_4_5,..-; o

mny mmy  mmyy | mmx
+ — — sh——~ -
( 1+ Anch 5 B = sh 5 ) sin— D

Les coefficients A, et B,,, déterminés par les conditions :

1 w1
(S (Eb) =0etF, (E b) =0, ont pour valeurs :

2+ mhth mk
Am == 2 ch mh
E 1
Bn= 5 ehmn
A désignant le rapport:
Y
2a
En observant que:
a Pm . MEX
wu{x)=—€43 e Sin ==

est le déplacement d'une plaque infiniment longue (A= o0) sous
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l'action de la charge p(x), nous pouvons écrire la solution (31) sous
la forme :

w(x,¥) = wp (x) —

qui ne contient plus que des séries trés rap:demenr convergentes.

Il est facile de calculer wy(x); c'est l'intégrale de l'équation:
d wy
Tdxt
qui s'annule, ainsi que sa dérivée seconde, pour x=0 et x= a,

D ==p(x)

1 Voici deux exemples de cette solution.

a) La densité de charge est constante: p(x)=p. On trouve:

4p . o
= '8l 'm est impair
Pm=3 mn

0 si m est pair

= < 2 2
Wo (X) 24”x{a x) (a2 + ax — x2)
b) La densité de charge est une fonction linéaire de x:
4
P()=q—
On trouve:
2q
= m+Y
P (it =

Wol(x) == ﬁ x(a—x)(a+x)(7a2—3x2)

2,322 Second cas: p(x,y)=(yfa)p(x). — La fonction
F..(y) étant impaire, la solution w(x, y) est de la forme:

__ 2 3 P

W(X, y} = SD Eg

m=1

mmny z
(—+C sh +D = chT sin—- @

P., désignant toujours les coefficients du développement de p(x) en
série de sinus, et C,,, et D, :

m.(2 + m\ coth m\)
2 shm,
. mk
On= g shmn

Co==

On peut, wo(x) gardant la méme signification qu’au paragraphe
2,321, écrire w(x, y) sous la forme ;

y & Pai

w(x,y) =— wo (x) _EEB.-“ o

mm m
(cash™ + o, my Y o
a a a a

qui ne contient plus que des séries trés rapidement convergentes.

Véritier qu'une fiche placée en téte de cet article ne modifie pas le présent texle.

Fig. 10. — Plaque infiniment longue simplement appuyée sur ses
bords x=0 et x=a.

2,33 Plagque rectangulaire simplement appuyée en
x=0 et x=a, et encastrée en y=-1/2bh et
y=1/2b.

Nous examinercns, comme pour la plaque simplement appuyée
(§ 2,32), deux cas de charge.

2,331 Premier cas : p(x.y)=p(x). — La solution est encore
donnée par les expressions (31) ou (32), mais les coefficients,
déterminés par les conditions F,(/26)=0 et F,(1/258)=0, ont
pour valeurs:

_ shmb + mhchmh

™~ " sh mh ch mh+ mh.
8 sh mh

Bm = sh mA ch mi + m)

2,332 Second cas : p(x.y)= (y[/a)p(x). — La solution est
encore donnée par les expressions (33) ou (34), dans lesquelles
les coefficients C,, et O, ont pour valeurs :

B (m)2sh mh
™~ " sh mi ch mh.— mh
_ m}.ch mk = shm).
™ sh mh ch mh — mh

2,34 Plaque infiniment longue simplement appuyée
sur ses bords x=0et x=a.

La solution est représentée par la série (27) dans laquelle on peut
écrire F,(y) sous la forme:

Ful) =11+ (An+ 8y ~—> ( o

m
(60,2 )en(2)

Supposons la plaque soumise 4 une densité linéaire de charge P(x)
répartie le long du segment OA de |'axe Ox (fig. 10). En raison de la
symétrie, nous pouvons nous borner & chercher la solution pour y
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positif; la densité de charge étant nulle, nous avons f(y) =
en outre, w et ses dérivées tendant vers zéro lorsque y tend vers
I'infini, les constantes C,,, et D, sont nulles. Donc :

o0
wixy) = X (Am+3m”!?)exp(“ —)sm”ﬂf
m=1

Pour déterminer les constantes A, et B, observons d'abord que
dw/dy doit &tre nul pour y=0; nous trouvons ainsi A, = By,. Puis,
nous écrivons que l'effort tranchant 7, pour y =& (& positif et trés
petit) a pour valeur —1/; P(x):

1
(Ta)y=s == 5 P()

Or T a pour valeur [relation (18)]:
T2~Da—£&y—m =2D 2 A ( ) exp(—~—>sm—

Dong, si nous développons P(x) en série de sinus:
o0
. mmx
P(x)= E P, sin ==
m=1
nous trouvons la valeur de A, :
Pma®

An =" 2w Dmp

Les coefficients P, ont pour valeurs :
2 [ . ommx
Pm=;fo Pix)sin — dx (35

Finalement. en écrivant |y| au lieu de y, nous obtenons la solution
sous la forme suivante, valable quel que soit le signe de y :
Ty

@ S P mmy m . mmx
wix¥) == 25D Z‘Tne(.l + —a—)exlﬂ(‘ _a_) —@

En particulier, lorsqu’une charge concentrée IT est appliquée au
point d'abscisse £ de I'axe Ox, nous pouvons remplacer cette charge
concentrée par une densité lindaire P appliquée sur lintervalle
(E, E + dE) telle que IT= PdE. La formule (35) donne alors:

Nous obtenons donc la solution :
wix, y) =Tw(E; xvy)
wi(E; x, y) étant défini par:

w(E x,¥)= ZMZ (
mmng mmnx

m=1
BII"I — sin —
- g (37)

mny

mmy
exp("?

Cette fonction est une fonetion d'influence qui permet de cal-
culer le déplacement w(x, y) sous I'action d'une densité superficielle
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Fig. 11. — Plaque rectangulaire ise & une densité de charge
constante.

Tableau |. — Valeurs des fonctions F(p) et F(1/p).

4 105 F(p) | 108F(1fp) P 100 F(p) |10°F(1/p)
0 0 0 0,65 49086 | 11532
0,05 6250 0 0,60 49229 | 14540
0,10 12500 0 0,65 48 771 17 638
0,15 18743 6 0,70 47 821 20749
0,20 24 901 79 0,75 46484 | 23805
0,25 30751 378 0,80 44853 | 26755

0,30 36010 1078 0.85 43009 | 29557
0,35 40 457 2277 0,90 41021 32183
0,40 43980 3988 0.95 38947 | 34613
0,45 46 556 6159 1 36836 | 36836
0,50 48230 8706

Tableau Il. — Valeurs des coefficients K, et K, pour
une plaque encastrée en y=0 et y=Db.

bla 108 K, 108 K, afb 108K, | 108K,
0 0 | 83333 0 125000 0
0.1 833 83333 0.1 125 000 1250

0,2 3333 | 83331 0,2 124 999 5000
0.3 7512 | 8347 0,3 124847 | 11236
0.4 13443 | 84020 0.4 123436 | 19750
0.5 21066 | 84263 0,5 119084 | 29771
0.6 30038 | 83440 0.6 111380 | 40097

0.7 39873 | 81374 0.7 101 346 | 49 660

0.8 50070 | 78234 0.8 90414 | 57 865
0.9 60181 74298 0.9 79700 | 64557
1 69837 | 69837 1 69837 | 69837

p(x, y) appliquée sur une aire A du plan moyen de la plaque a I'aide

de la formule:

w(x.y)=ffA pE M) w(E;x y—n)dEdn

En effet, la charge concentrée p dédn appliquée au point (€, 1)
donne au point (x, y) un déplacement p d&dnw(E;x, y—n).

2,4 QUELQUES RESULTATS CONCERNANT LES
PLAQUES RECTANGULAIRES UNIFORMEMENT
CHARGEES

Une plaque rectangulaire de cotés a et b (fig. 11) est soumise a
une densité de charge constante p. Elle est simplement appuyée
le long des cotés x=0 et x = a.
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Tableau Ill. — Valeurs du coefficient K pour une plague libre en y=0 et y = b.

bja ve=0,1 v=0,2 v=0.3 afb v=0,1 v=10,2 v=0,3

0 1 1 1 0 1,028 032 1,050 000 1,063 636
01 1,000 545 1,000 889 1.001 077 0.1 1,029 032 1,050 000 1,063 636
0.2 1,002170 1,003 540 1,004 233 0,2 1,029 032 1,050 000 1,063 636
0.3 1,004 713 1,007 725 1,008 403 0,3 1,029 020 1,049 977 1,063 606
0,4 1,007 780 1,012 852 1,015 733 04 1,028 902 1,048 764 1,063 320
0,5 1,010 999 1,018 270 1,022 500 0,56 1,028 530 1,049 086 1,062 416
0.6 1.014 051 1,023 489 1,029 091 0,6 1,027 828 1,047 813 1,060 718
0,7 1,016 788 1,028 221 1,035127 0,7 1.026 821 1,045 993 1,058 300
0.8 1.019146 1,032 339 1,040 425 08 1,025 585 1,043 768 1,055 354
09 1,021 125 1,035 821 1,044 938 0,9 1,024 205 1.041 294 1,052 085
1 1.022753 1,038 706 1,048 701 1 1,022 7563 1,038 706 1,048 701

2,41 Plaque simplement appuyée en y=0 et
v=>b.

En posant p=afb, les moments fléchissants au centre de la
plague (a[2. b[2) ont pour valeurs :
M, = pab [F(p) + v F(1/p)]
My = pab [F(1/p) + vF(p)]
la fonction F(p) étant définie par:
< 1 sh(V/ammp) . mnm
F= 2 TEmER O 2

m=1,3,5

Le tableau I donne quelques valeurs des fonctions F(p) et £(1 [p).

2,42 Plaque encastrée en y=0 et y=b.

En posant A, =mnbfa, le moment fléchissant M, le long des
bords y = 0 et y = b a pour valeur :

= 8 Ko _ommx 1x x)
z e G [} — = (]~
m3 w3k, + shidg, a 2&( a

m=1,3,6

M, = p52

En particulier, le moment M, au milieu des bords encastrés est
de la forme:
Mg=—K1pa2=-K2pb2

Le tableau 11 donne les valeurs des coefficients K, et K.
2,43 Plaque libre en y=0 et y = 5.

En posant A, =mmbfa, le moment fléchissant M; le long des
bords libres y = 0 et y= b a pour valeur :

(1+v) (3-v) 1 x x)
= 2 — =
L= pa 3+v 2 a (1 a
(1Y) . Am . mmx
3ty 2 mim (B =1~y

En particulier, le moment M, au milieu des bords libres est de la
forme:

1
M,=§p ar Kk

Le coefficient K, qui dépend de v, est donné par le tableau 111,

Pour trouver un renseignement, consulter la table alphabétique.

Tableau IV. — Valeurs de K, et K. pour une plaque
encastrée en y=0 et simplement appuyée en
y=b.

bla 10° K, 108 K, afb 108K, 108K
0 0 | 125000 0 125000 0
0.1 1250 | 125000 0.1 125 000 1250
0.2 5001 | 125023 0,2 124999 5000
0.3 11264 | 125160 0.3 124916 | 11 242
0.4 19889 | 124 304 0.4 124114 | 19858
0.5 30298 | 121190 05 121513 | 30378
0,6 41683 | 115787 0,6 116586 | 41971
0,7 53269 | 108712 0,7 109629 | 53718
0,8 64428 | 100668 0.8 101 378 | 64 882
0.9 74717 92 243 09 92595 | 75002
1 83875 | 83875 1 83875 | 83875

2,44 Plaque encastrée en y=0 et simplement
appuyée en y=b.

En posant A, =mnbfa, le moment M, le long du bord encastré
y=0 a pour valeur:

S 4 shnhnlchIn=2) @_2(1_5)‘
M ShhmChin—Am @ 2a\ a

m=1,3,5

MZ = paz[
En particulier, le moment M au milieu du bord encastré est de la

forme ;
M, =— K, pa* = — K, ph?

Le tableau 1V donne les valeurs des coefficients K; et K.
2,45 Plaque libre en y=0 et simplement appuyée
en y=b.

Le moment fléchissant M, au milieu du bord libre est de la forme :

1
= — 2
M| Bpa K
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Tableau V. — Valeurs de K pour une plaque libre
en y=0 et simplement appuyée en y=b5b
(v=0,2).
bla K afb K
0 0 0 1,050 000
0.1 0,114 826 01 1.050 000
0,2 0,206 849 0,2 1,050 000
0,3 0,346 281 0.3 1,049 939
0,4 0,493 594 04 1,049 159
0,5 0,624 612 0,5 1,045 953
0,6 0,731 231 0,6 1,038 468
0,7 0,813 846 0,7 1,025 641
0,8 0,876 162 0.8 1,007 334
0,9 0,922 482 0,9 0,984 054
1 0,956 639 1 0,956 639

Le coefficient K dépend de v; pour v=0,2 sa valeur est
(A= mmbja):
1 8knchi,+28shi,~- X, . mx

mrd Ashhnchim+An " 2

oo
K=105-48 >

m=1,3,8

Le tableau V donne les valeurs du coefficient & pour v = 0,2,

2,46 Plaque libre en y=0 et encastrée en y= b.

Le moment M, au milieu du bord libre y = 0 et le moment M. au
milieu du bord encastré y = b sont de la forme:

1
M1=§P32Kn M, = = Ky pa? = - Ky pb?

Les coefficients K, K; et K, dépendent de v. Pour v = 0,2, on trouve:
1 32\, shA,+80chA,-2\7+75 . mn

o0
K=105-96 >

m=1,3 min3 16 ch?h,, + 4%2 + 9 Sln-?

1 o 1  8A,shh,—20chA, +32)05+120
fe5 2 Al 2 7 sin —
8 m=1,357 " 16 ch2Ah, + 4202 + 9 2

Am désignant toujours mmbfa.

Le tableau VI donne les valeurs des coefficients K, K, et K. pour
v=02,
| Remarque: tous les résultats précédents ont 4té obtenus au
moyen de la solution de Maurice Lévy (& 2,31). Les séries peuvent
étre rapidement sommées 2 l'aide d'une calculatrice de poche
programmable,

On peut traiter de la méme fagon les cas de charge suivants:
— densité superficielle de charge py‘[b:

— densité lindaire P le long de x=E (0<&<a):

— densité linéaire P yfb le long de x=§ (0 <E<a).

Tableau VI. — Valeurs de K, K, et K. pour une plaque libre en y = 0 et encastrée en y=b (v=0,2).

bla K 108 K4 100K, alb s 108 K, 100 K,

0 0 0 500 000 0 1,050 000 125000 0
0.1 0,000 033 4 996 499 621 01 1,050 000 125 000 1250
0.2 0.005 767 19314 482 851 0.2 1,049 997 125 000 5000
0,3 0,041 314 39119 434 655 0.3 1,049 545 124 993 11249
0.4 0,118 515 59 411 371 316 0.4 1.045 023 124 930 19989
0,5 0,227 206 77128 308514 0,5 1,029 709 124 733 31183
0.6 0,348 917 91187 253 298 0,6 0,999 166 124 303 44749
0,7 0,471 515 101 657 207 463 0,7 0,953 321 123 505 60517
0.8 0,682 393 109115 170492 0,8 0,897 077 122196 78 205
0.9 0,678 082 114 266 141 069 0.9 0,828 505 120284 97 430
1 0,757 657 117 760 117750 1 0,757 657 117 750 117 750
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B Plaques circulaires

3,1 PLAQUES CIRCULAIRES SYMETRIQUEMENT
CHARGEES

3,11 Equations générales.

Prenons pour origine des coordonnées polaires (r, 0) le centre O
de la plaque. Par hypothése, la densité de charge p n'est fonction
que de r, et les conditions d'appui sur le contour de la plaque ne
dépendent pas de 8. Dans ces conditions, le déplacement w n'est
fonction que de r, et est une intégrale de I'équation de Lagrange (12)
qui se réduit alors a I'équation différentielle :

diw . 2 d3w 1 d*w N 1dw _ p(r)
dr* " rd 2 dP " pBAdr D

L'intégration de cette équation différentielle se raméne a quatre

intégrations successives, comme on le voit en I"écrivant sous la forme:

1df d ) _pr)
7 odr |"dr rdr | D

Le moment fléchissant M. par unité de longueur d'une circon-
férence de rayon r, et le moment fléchissant M, par unité de longueur.

d'un rayon se déduisent de w(r) par les farmules :

|
d2w  vdw
SR

V=4 drz rdr) /
1dw  d?w

Moe=D TE; +V.F> ’

et le long des circonférences de rayon r et des rayons, le moment de
torsion C est nul. En effet, le plan moyen de la plague devient, aprés
déformation, une surface de révolution dont les courbures principales
sont d?w/dr? suivant le méridien et (1/r) dw/dr suivant le paralléle.

L'effort tranchant 7 par unité de longueur d'une circonférence de
rayon r a pour valeur:

d(Aw) diw 1d°w 1 dw
ot —a) ©
dr dr3 r dr2 2 dr

Les conditions aux limites s’expriment aisément,

— Dans le cas ol le bord r= a est encastré, nous devons avoir:

=D

dw
w=0¢et — =0 pour r=a

dr

— Dans le cas ol le bord r=a est simplement appuyé, nous

devons avoir :
d2w dw
dr2 dr
— Dans le cas ol le bord r=a est libre, nous devons avoir:
dw viw o dw tdw tdw oo
dr? r dr dr? r drz  r2 dr
L'intégrale générale de |'équation différentielle (38) est de la forme :
w(r) =wy(r) +A; + Apr2 + AgInr+ Agriins

wo(r) désignant une intégrale particuliére que |'on peut toujours
obtenir au moyen de quatre intégrations successives.

Cette intégrale générale contient quatre constantes A, 4., 4; et A,
que l'on peut calculer en utilisant quatre conditions aux limites.

v
w=0 et i =0 pour r=a

Pour les notations et symboles, se reporter en A 301 en début de rubrique.

Nous pourrons ainsi déterminer le déplacement w{r) d'une plague
annulaire limitée par deux cercles concentriques de rayons a et &
nous avons en effet deux conditions aux limites le long de chacun
de ces cercles.

Dans le cas d'une plague circulaire limitée par un cercle de rayon a,
nous devons, w(r) et ses dérivées devant rester finis pour r=0,
prendre A; et A4 nuls; nous avons donc dans ce cas:

w(r) = wo(r) + Ay + Ayr?

et les constantes A, et A, sont déterminées par les deux conditions
aux limites sur le bord r= & de la plaque.

3,12 Plaques circulaires uniformément chargées.
Il s'agit, par exemple, da fonds de réservoirs ecylindrigues,
annulaires, etc.

Dans ce cas, le déplacement w(r) est de la forme :

w(r) =— + A +Ar?

il
640D
et les conditions aux limites permettent de calculer 4, et A,,

3,121 Plaque encastrée. — On trouve pour expressions de w(r)
M. (r) et Mg(r):

w(r)=— 64‘_0- (22— r2)2

1
M.(r) = 167 [(1+v)a2—(3+v)r2]

1
Mo(r) = 5P L(1+v)a?= (1+3v)r2]
En particulier, au centre r= 0 de la plague:
pa*
w0 =~ &b
et sur le bord r= a de la plaque:

1+v
M. (0) = My(0) = TR

1 v
M,(@) = - g pa*, My(a) =~ pa*

3,122 Plaque simplement appuyée. — On trouve pour expressions
de w(r), M.(r) et Mofr)'

w(r)=— sm (a2 =r 2)[

SV -
M ()= —==p(a*=r?)

32 - (2]

Mo()= 5P [B+¥) a2~ (1+3v) 2]

En particulier, au centre r= 0 de la plaque :
5+ v pat
1+ vG64D '

w(0) = - M,(0) = My (0) = =" pa?

A 3111
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et, sur le bord r= a de la plague :

T =in
M.(a) =0, Mg(a) =—5— pa?

3,13 Plaques circulaires chargées
concentriquement.

3,130. Considérons une plaque circulaire de rayon & soumise a
une charge totale P uniformément le long de la circonférence de
rayon p [densité lindaire P/ (2 ntp) ]. Le déplacement w et les moments
M, et Mg le long de la circonférence de rayon r sont de la forme :

w(r)=Pw(p.r); M.(r)=PM.p,r): Mg(r)=PMq(p.r)

La connaissance des fonctions w(p, r), M, (p, r) et My(p.r) permet
de calculer w, M, et My pour une densité de charge p(r) queiconque
appliquée & la plaque. En effet, la charge totale appliquée entre les
cercles de rayons p et p + dp étant égale a 2npdp p (p), nous obtenons
par superposition les formules :

w(r)=2nf;p{m w(p,r)p dp
M, (r)= 21:_[:;:(9) M, (p.r) pdp
Mylr) = 2JrJa p(p) My (p.r) pdp

Voici I'expression des fonctions d‘influence w(p, 1), M.(p. r)
et Mgy(p, r) dans le cas de la plaque encastrée et de la plaque simple-
ment appuyée.

3,131 Plaque encastrée.

2 2 2= pn2 |
1 [(a2+r2) (22— p )+ 02+ p?) '"EJ

" 8rD 2a2
our r<
Wip.)= 1 [(a2 = r2) (a2 + p2) : ’
_ 1 [ETERRETH R L g 0l IR
BmD[ 2352 t (A e In a]
pour r> p
1+ 2
X 1—P-+2|n E) pour r<p
8n aZ a
M. (p.r) =

L NP 02 _ L)
f 51[2 (1 "),z (1+v)(a2 2Ina pours=> p

pour r<p

1+
"(1~—2+ 2 In 2

Mu(p,f)— \
81:{ v+ = u)——{1 +v}(—— —-2In —)]pour r>p

.
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3,132 Plaque simplement appuyée.

1 ( (a2 - p2)[(3+V)az— (1—-v)r2]

!

2(1+v)a?
+ (r2+ p2) In-P-% pour r<p
w(p,r) =
1 S (a2=r2) [(3+v)a?— (1-v)p?]
2(1+v)az
+(r2 +p?)in %’S pour r>p
Ké{[1—v}(1-—)—2(1+v}ln I pour r<np
Me(pr)= 4 4
?55[(1 v)(—-—) 2(1+v)in ] pour r> p
'51';‘{(1 -V)(1-9—:)—2(1+v)ln£] pour r<p
My(p.r) =
81—[(1 =¥} (2*;— —-—) 2(1 +v)In —]pour r>p

Remarques: dans ces deux cas, on vérifie que l'on a bien,
conformément au théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti
(cf article Théorie de ['élasticité) :

w(p.r) =w (r. p)

En outre pour r< p. M,(p. r) et My(p. r) sont égaux et ne dé-
pendent pas de r; la partie de la plague intérieure au cercle de
rayon p est donc soumise & la flexion sphérique.

3,2 PLAQUES CIRCULAIRES SOUMISES A
UNE DENSITE DE CHARGE QUELCONQUE

3,21 Equations générales.

Prenons pour origine des coordonnées polaires le centre O de
la plaque. La densité de charge appliquée & la plaque est une fonction

p(r,0) de r et de 0. Les formules générales suivantes s'obtiennent

au moyen du changement de variables qui permet de passer des
coordonnées cartésiennes (x, y) aux coordonnées polaires (r, 0).

Le déplacement w(r, 8) est une intégrale de I'équation de Lagrange
(12) qui s’écrit en coordonnées polaires :

2 10 1 02) Pw 10w 18w\ p(nb)
(E'rl ror r2oe? (uﬁ T r rZW)ﬁ D Q

Les composantes du tenseur flexion en un point P du plan moyen
sont M,, My et C; ce sont les composantes du tenseur flexion rela-
tivement aux axes rectangulaires Px'y’, Px’ étant dirigé suivant le
rayon OP. Ces composantes se déduisent de w par les formules :
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02w 10w 1 02w
M: D[o:z (‘T*“W)]
1w 102w 0w
Me= D(r T [ T @
102w 10w
7 D“'"}(rarae 700

Les efforts tranchants 7, le long du cercle de rayon r et Ty le long
du rayon d'angle polaire 0 sont donnés par les formules :

03w 102w 10w 1 03w 2 02w

|

e T i i P b T T
(LW 10w 10w o
0~ =\ r o200 "r20ro0 3002

Supposons la plaque annulaire limitée par deux cercles de rayons a
et b; la densité de réaction d'appui, le long du cercle intérieur r= b,
a pour valeur:

1DC

et la densité de réaction, le long du cercle extérieur r=a, a pour
valeur ;

10¢C
el () ®

3,22 Solution de Clebsch.

Elle consiste & développer la densité de charge en série trigono-
métrigue :

p(r.0) =po(r) + X, [p(r) cosn @+ p,(r) sin n 6]

n=1

et a rechercher la solution sous la forme d’une série trigonométrique :
oo
w(r. 8) = Fo(r) + 2 [F,(r) cosn8 +F,(r) sinn0] @
n=1

La série précédente est uneintégrale de I'équation de Lagrange (41)
si les fonctions Fg(r), F,(r) et ?ﬂ (r) vérifient les équations différen-
tielles linéaires:

(jj li) d? Fy o 1_@) __Palr)
dr2  rdr/\ dr? r dr D
(@18 mymn, Tin o uo
dig' - Fdr 1% ( % D

a7 T dr o~
fd2 1d n2> (dz FZ+ 1.dF, nz--—)__;.;:(r)

—_f—— - i
dr2  rdr 12 dr2 rdr 2" D

L'intégrale générale de I'équation différentielle en Fy est:
Folr)=o(r) + Ag + Bglnr+ Cor2 +Dgr2inr

Les intégrales générales des équations différentielles en F, et F,
sont:

Pour la table analytique, se reporter & la premiére page de cel arficle,

— pour n=1:
Filn=9(r) +Ayr+Byr '+ Cyr3+Dyrinr
Fo(r) =gy (r) + Ayr+ Byr1+ Cy i3+ Dy rinr
— pour n>1:
Folr) = @u(r) + Ayrn+ B0+ Crit2 + D, r-+2
Folr) = 0a(r) + An 1 + By 17+ Corn¥2 4+ D, o2

Qo (r), 9,(r) et a;{r) désignent des intégrales particulidres que 'on
peut toujours obtenir par la méthode de la variation des constantes.
La solution générale (46) de I'équation de Lagranga renferme les
constantes Ao, 8o, Co, Do, An Boy Crv Dyy An B,, C, et D, que I'on
peut déterminer en écrivant les conditions aux limites le long des
bords r=56 et r=a de la plaque. Supposons que les conditions
d'appui le long de ces bords soient les suivantes: bord encastré,
bord simplement appuyé ou bord libre; les conditions aux limites
correspondantes étant homogénes, il suffira d'écrire que les solutions
particuliéres :
wo(r) = Folr), w, (r, B) = F,(r) cos nB, w,(r, 8) = F,(r) sinnb
vérifient ces conditions aux limites. Nous obtenons ainsi des équations
linéaires pour déterminer les constantes.

Précisons les conditions aux limites le long du bord r=a
par exemple.

— Le bord r= a est encastré ; w et {w/Ur doivent étre nuls, donc:

Fola) = 0. Fola) = 0 (
Fu(a) = Fil(a) = @
F (a)— F (a) = \

— Le bord r=a est simplement appuyé w et M, doivent étre
nuls, donc:

Fo@ =0, Fila)+ > Fila)=0
Fia)=0,  Fila)t =Fi(2)=0 i5)
F@)=0,  Falal+~Fa(a) =

— Le bord r= a est libre ; M, et R doivent étre nuls; il en résulte
que :

Fia) +~ Fi(a) =

1+

F§ @) - — "Fata) =

Fita) + < Fi(a) = Y2 Fola) = _

. (1 +v)+(2—v}n2 3n2 ' @
Fq(a) - 22 Faa) +—5 Fa@)=0
- v — vn? —
Fi'(a) +—F,'. (@) ——Fn(a) =0
— 2
e (1 +v)+a£2 v)n?— 7 o )+3 Firal=0
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U/t patly

Fig. 12. — Plaque circulaire simplement appuyée soumise & une
densité de charge linéaire.

e
“w,_“_H_.H
M
™
0
i
e SSERlG
—l
|‘. Q -
Fig. 13. — Massif cylindrique reposant sur une dalle circulaire.

3,23 Exemples.

3,231 Premier exemple. — Une plaque circulaire simplement
appuyée est soumise a une densité de charge (fig. 12) :

8) = g— = g— cosd

p(r.0) =g— =gq—cos

Il en résulte que w(r, 8) est de la forme :
w(r, 0) = Fy(r) cosl

Compte tenu de l'intégrale particuligre gq(r) = - qréf(192 Da),
on peut écrire F, (r) sous la forme:

qat [/r\* r r\- ot
=———|l—) +A|=|+B(= +C—
Fr(n) 1920[(\3) A(a) (a) C(a
g f d
«o(z) (7))
a a
Le déplacement et les moments au centre r= 0 de la plaque étant

finis, les constantes B et D sont nulles. Les deux autres constantes
A et C sont déterminées par les conditions aux limites pour r=a:

Fi@)=0,  Fi(a)+~Fi(@)=0

Nous obtenons ainsi la solution:

qat [r/ ry (7+v ra
W(f.9)=—m[;|\1—§) Try 2% cosf

LS

Les formules (42) donnent ensuite les composantes du tenseur
flexion :

_(6+v) ga? TENIE
r_T

ga® 2 r
M"=m[“ +3v)(5+v) = (83+ v}(1+5v) ;J;GOSG
- 2 2

Enfin, les formules (43) donnent les efforts tranchants :

e : i

T.= 2403 1v) l2{5 +wv) — 93+ v) 921 cosf)
gz | r .

L rTerel R 2‘5”’]5‘“0
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3,232 Second exemple. — Un massif cylindrique rigide (tour,
cheminée) de rayon b repose sur le sol par l'intermédiaire d'une
dalle circulaire de rayon a> b (fig. 13). Cette dalle sera soumise au
moment M dl & la pression du vent. Si nous admettons que les réac-
tions du sol dues & ce moment sont linéairement réparties, la dalle
de fondation peut étre assimilée a une plaque annulaire (b <r<a)
soumise & une densité de charge:

0) = g~ = g~ cos
p(r.)—qa—qscos

La solution aura donc la méme forme que dans le premier exemple,

Pour déterminer les constantes 4, B, C et D qui figurent dans
I'expression de F, (r), écrivons les conditions aux limites le long du
bord libre r= a, soit, puisque n=1:

Fila)+~ Fi(a) = 25 Fi()=0

3 .. 3
F3 lal_'gi‘ﬂ (a) + 8_2':!{'9] =0
puis, la plaque étant encastrée sur le massif cylindrique infiniment
rigide le long du cercle de rayon b = ka, nous devons avoir sur ce

cercle dw/dr= wfr, soit:
(e=3)
k=—
a

Ces trois conditions permettent de calculer les constantes B,
C et D; nous obtenons ainsi la solution :

ga* [/ r\" T £ £\3
= - — — |+ = =
W 1920[(&;’”(‘9) et +C(_a)

' r r
+12(% ) n (_)]
a a
dans laquelle les constantes B et C ont les valeurs:
(3+v) (3+kH)—-4(2+v)k?
(3+v)+ (1—-v)k*
4(2+v)+ (1 =v)(3+ k%) k2
(B+v)+ (1—-v)k?

Fi(ka) — 1;!-'1 (ka) =0

B=2k?

c=-2

La constante A n'est pas déterminée ; elle correspond & une rotation
d'ensemble du massif cylindrique autour d'un axe perpendiculaire
au plan de la figure, et ne peut &tre calculée que si I'on connait le
module de réaction du sol. Mais les moments fléchissants M, et M,
le moment de torsion C et les efforts tranchants T, et T, sont cependant
bien déterminés, car les formules (42) et (43) fournissent des
valeurs qui ne dépendent pas de A4.



CALCUL DES STRUCTURES

[ Voilement des plagues minces

4,1 VOILEMENT D'UNE PLAQUE
UNIFORMEMENT COMPRIMEE

4,11 Méthodes générales de calcul.

La plaque est soumise le long de son contour (') & un effort
normal @ constant par unité de longueur (fig. 14). Appliquons la
méthode de I'énergie (8 1,5) pour déterminer la valeur Q. qui pro-
voque le voilement de la plaque. Donnons donc & la plaque une défor-
mation, compatible avec les liaisons au contour, définie par le dépla-
cement w.

L'énergie de déformation ou potentiel élastique W de la plaque
est donnée par la formule (9), ou plus simplement par la formule (19) :

1
W= -—'fo wAAw dS
2 s

Calculons le travail © des forces extérieures Qds appliquées le long
du contour, La plague déformée se projette suivant une aire S — ¢
limitée par un contour (I'') voisin de (I'); nous avons, puisque
I'aire S de la plaque ne change pas et que dw/0x et Jw/dy sont trés
petits :

i o /- dwNZ /0w |2
ﬂ A (W) e
_r 1 1 bw\.,2+1 w2
2 *?(WJ i(a—y)]"s

S=S- +—1~f ’fﬁw W as
" ) s—SKGX -‘3)’)

Nous en déduisons la valeur de &:
\2
ds

G‘“H\ax )

Le travail G a pour valeur, 5n désignant la distance entre les contours
(T) et (I'):

o= omaoe (32T (s

La stabilité de la plague est assurée lorsque & < W; il en résulte
que |'effort normal critique Q. qui provoque le voilement de la plaque

o Vale::[; ( fj wAAw dS
s | JTIG -G ]

& désignant la famille des fonctions w vérifiant les conditions aux
limites sur le contour (T7).

soit:

[ 0w

e

1l est possible de montrer que Q. est la plus petite valeur de Q pour
laquelle I'équation :

DAAw + QAw =0 (51}

Vérifier gu'une fiche placée en téte de cet arlicle ne modifie pas le présanl lexte.

A
¥
|
U —— T
Fig. 14. — Plaque soumise le long de son contour & un effort normal
constant.
¥
Q
NN
-~ g | =
- -
Q_. b L@
— - | ——
L]
0 -
B z
Q
Fig. 15. — Plaque r laire si t appuyde soumise 4 un
nﬁon nurmul constant.

admet une solution non nulle vérifiant les conditions aux limites.

Dans le cas d'une plague polygonale simplement appuyée,
w et Aw= MJ[D(1+v)] sont nuls sur le contour (5 1.34).
Dans ce cas, la fonction harmonigue OAw + Qw, nulle sur le
contour, est aussi nulle 4 I'intérieur du contour, et I'équation (51)
peut &tre remplacée par I'éguation

DAw+0Ow=0

=

Il est aisé d'établir directement I'équation (51). La plaque déformée
par le voilement serait maintenue en équilibre de membrane sans
flexion par une densité de charge p=— Q. Aw. Le déplacement w
au moment du voilement est donc le déplacement de la plague
soumise & une densité de charge fictive p = Q. Aw. L'équation de
Lagrange (12) se réduit alors & |'équation (51).

4,12 Plaque rectangulaire simplement appuyée.

Une déformation de la plaque (fig. 15) compatible avec les liaisons
au contour est définie par un déplacement de la forme:

w= E ZB,,,. sin sin%

m=1n=1

A 311-5
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Le potentiel élastique W et le travail G des forces extérieures ont
pour valeurs :

n

— [/ m? n2\
3 (5 ) B
N

20 (2’% Z—:)z B )
,/m2 n2\ g
22 (e )

En observant qu'étant donné une suite de fractions & termes
positifs ;
A! AZ A&

B, B; B,

la fraction :
Ayt A+ Ag+ ...
By+By+Bg+ ...
est toujours comprise entre la plus grande et la plus petite des fractions

de la suite, le minimum est obtenu en prenant tous les coefficients
Bma nuls a I'exception de I'un d’entre eux, donc :

b2

Q.= min'guzo (T—:+ nz)}

Le minimum de l'expression précédente correspond évidemment
am=1etn=1. L'sffort normal critique a donc pour valeur :

1 1
O==n=D(-;i-+ *55-)

4,13 Plaque circulaire de rayon a encastrée ou
simplement appuyée.

Dans ce cas. le déplacement w n'est fonction que de r: nous
désignerons par w’, w", ... les dérivées de la fonction w(r).

En adoptant pour W I'expression (9), le changement de variables
qui permet de passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées
polaires montre que:

e ['effort normal critique est défini par:

el 2w 1

kD kw’3+-—w'w”+-;w’= rdr

. o r r

Q.= min {— = -

weF J w'2rdr
o

& désignant la famille des fonctions w(r) qui vérifient les conditions
aux limites pour r=a;
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Tableau VII. — Valeurs des coefficients ka et B(v)
pour une plaque circulaire de rayon a simplement
appuyée.
v 0,10 0,15 0,20 0,26 0,30
ka 1,91539| 1,95051| 1,984 42 (2,017 14 |2,048 88
Blv) 36687 | 3,8045 | 3,9379 |4,0689 (41979

o |'effort normal critique est la plus petite valeur de Q pour laquelle
I'équation :
[Dr(Aw) +Qrw']’=0

a une solution non nulle vérifiant les conditions aux limites.

Cette équation peut étre intégrée; nous obtenons, la constante
d'intégration étant nulle comme on le voit en faisant r=0;

1 1
D{Aw]’+0w'=0(w”’+—;w”—;5w’)+0w’=0
\

Posons:
Q
t= D
w=up, k D
¢ est une intégrale de I'équation différentielle :
1 1
“h—p'+ | k2= |p=0
P A P ( rz) P

Le changement de variables u = kr transforme |'équation précé-
dente en ['équation de Bessel:

d2p 1 do 1 -
az :a*(‘ - ;)“’*0
dont l'intégrale générale a pour expression :
@ =AJ;(u) + B Ny (u)=AdJ, (kr) + BN, (kr)

La fonction de Neumann N, (kr) devenant infinie pour r=0, la
constante 5 doit étre nulle (elle interviendrait dans le cas d'une plagque
annulaire) ; ¢(r) est donc de la forme:

o) = A, (kr)
Jy (u) désignant la fonction de Bessel d'ordre 1.
— Plaque encastrée; k est donné par I'équation @(a) = 0, soit:
Ji(ka) =0
La plus petite racine de cette équation est ka = 3,8317, donc:
0.=14,682Dfa2
— Plague simplement appuyée ; k est donné par I'équation :

v v
M,(a) =D |w"(a) + — w'(a)] =D [w'(a) + —;(a(a)l =0
soit, compte tenu de 'expression de ¢(r) :
kaJi(ka) + vd,(ka)=10
L'identité :
udi(u) =uds(u) = Jy(v)
permet d’écrire I'équation donnant & sous la forme :
ka Jy(ka) = (1 —v) J, (ka)
Jo(u) désignant la fonction de Bessel d'ordre zéro.

L'effort normal critique est de la forme :
D
Q.=PV) -z

dans laquelle le coefficient f(v) dépend de v; le tableau V11 donne
quelques résultats,
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y 3
b
X —
a
0 o=
() Z(Yy) X
Fig. 16. — Plague uniformé primée sui t la direction Ox.

4,2 VOILEMENT D'UNE PLAQUE
UNIFORMEMENT COMPRIMEE SUIVANT
LA DIRECTION Ox

4,21 Méthodes générales de calcul.

Soit X l'effort de compression par unité de longueur supporté par
une section de la plague perpendiculaire @ Ox (fig. 16). Appliquons
la méthode de I'énergie (8 1,5) pour déterminer la valeur X, qui pro-
voque |e voilement de la plague. Donnons donc a la plague une
déformation, compatible avec les liaisons au contour, définie par
le déplacement w.

L'énergie de déformation est donnée par la formule (9) ou par la
formule (19).

Calculons le travail & des forces extérieures; sous l'action des
forces de compression, le contour (I') vient en (I''), et nous avons:

o) /bw\‘z 1 [xa0) / Dw\2
AB—-A'B'= Hk_' —-1|dx== (TJ dx
xyl¥) ox / 2 xS VX
de sorte que le travail © a pour valeur:
1 b “xaly) /e \2 1 £ 0w \2
”(“3=—de} e dx=—X[f — | d8
2%). )0 ) 2% ).(%)
La stabilité de la plague est assurée lorsque T < W il en résulte
que l'effort normal critique qui provoque le voilement de la plaque a

pour valeur:
\o J f wAAw ds/ 2

e 1T

& désignant la famille des fonctions w qui vérifient les conditions aux
limites sur le contour ().

Il est possible de montrer que X, est la plus petite valeur de X pour
laquelle I'équation :

02
DAAW+ X ——=-=0 @

admet une solution non nulle vérifiant les conditions aux limites,

Pour trouver un renseignement, consulter |a table alphabétique.

1
Y
— - ? -
—p | -
X b [TX
— -—
o i 4 L~
1 a Zz
-
Fig. 17. — Plaque rectangulaire ise & un effort de compression
suivant la direction Ox.

4,22 Voilement d'une plaque rectangulaire
uniformément comprimée suivant Ox.

4,220. Considérons une plaque rectangulaire simplement appuyée
le long des bords x = 0 et x = a, et soumise & un effort normal de com-
pression X (fig. 17). Nous nous proposons de calculer |'effort normal
critique X. pour des conditions d'appui diverses le long des bords
y=0ety=b.

Dans le cas ol les bords y= 0 et y = b sont libres, le voilement de
la plaque ne différe pas du flambement d'une poutre droite articulée
a4 ses extrémités (cf article Stabilité élastigue dans le traité Cons-
truction), donc:

D
X.=n2—

a2

Pour étudier les autres cas, nous cherchons une solution non nulle
de |'équation (53) de la forme:

mmx
w(x, y) = F(y) sin S (m entier)

Cette solution vérifie les conditions aux limites pourx = 0etx= a.

Si nous définissons les coefficients k2 et k' par les relations ;
D D / b2\
xczkznzyz:kznzb._z_ (\k’ =k2§.) @
I'équation (53) sera vérifiée si F(y) est une intégrale de I'équation
différentielle linéaire a coefficients constants:
2 4

2q2 m
Fre 5 (m2—k2) F=0

En observant que I'on a toujours k2> m?, puisque la valeur critique
(54) est plus grande que la valeur critique m? 2 Dfa? correspondant
au cas ou les bords y =0 et y= b sont libres, cette équation diffé-
rentielle a pour intégrale générale :

Ey= wehi 2k pian Ty avcos 22 480 sin B
a a d a

o et B étant donnés par les relations :
B=\mik-m) @

Les conditions aux limites pour y =0 et y= b fournissent quatre
équations linéaires et homogénes pour calculer les constantes A, B,
A’ et B’, Ces constantes ne seront pas toutes nulles si et seulement si
le déterminant de ces équations est nul; nous obtenons ainsi une
équation permettant de calculer £2(m). Le coefficient k2 qui figure
dans l'expression (54) de I'effort normal critique a donc pour valeur :

k2= min {k2(m)}

a=Vm (?‘I'_m)r

(m entier)

A 3117
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1
12
/2 m=1 m=2 m=3 i M=
. _ - - - ‘:i‘ l'rl
- 1 ‘ |
8- | | |
{ | | |
6 | 9 | 25 { 49 &t
/2 / /2 ./"20
. e aEie
Examinons les différents cas possibles. | ‘ ‘ l | [ ]
Nous poserons, pour simplifier I'écriture:
A=nbfa (56] | I
OJ T T T f T T 1
4,221 Bords y=0 et y= b simplement { L@ 2 W’: C Vf; ¢ VE_Q 2 a/é
appuyés. — Les conditions F(0)=0 et ,p W20
F'"(0) =0 donnent A=0 et A'=0. Sl
Les conditions F(b)=0 et F"(b)=0 Pour afb> 1, Xc = 4n2Dfb? (valeur minimale).
donnent les équations : Fig. 18. — Variation de k'? en fonction de afb.
Bshha+B'sinip=0

Ba? shha—B8'f2sinif=0

Le voilement se produira si le déterminant de ces équations est
nul:

(u® + B?) shhasin =0

Nous en déduisons A =nmn; un calcul simple montre que cette
condition conduit a la relation :
F:tEDaZ /m2 ,,2-\_'2?
" mz \a2 " b2

X.=min

Il est clair que le minimum de I'expression précédente a lieu pour
n=1.

La signification physique de ce fait est que le voilement de la
plaque peut comporter plusieurs demi-ondes dans le sens de la
compression, mais une seule demi-onde dans le sens perpen-

{ diculaire.

L'effort normal critique a donc pour valeur:

w20 /bY\ . 1 fa\]
%= |m(3)* w5

I'entier m étant choisi de fagon que I'expression entre crochets soit
minimale ; cette expression, étant la somme de deux termes dont le
produit est constant, sera minimale |lorsque ces termes seront sensi-
blement égaux, c'est-a-dire lorsque m sera |'un des deux entiers
encadrant la valeur afb.

Nous pouvons écrire |'effort normal critique sous la forme:
X.=k? 11.'?:!'.![;;‘32

k2 étant un facteur numérique dépendant du rapport afb; la
figure 18 donne les variations de k2 en fonction du rapport afb;
elle montre que dés que afb est supérieur & I'unité la valeur
critique est peu différente de la valeur minimale 4 n? D[b?-.

4,222 Bords y=0 et y=b encastrés. — On trouve que k2 est la
plus petite racine positive de |'équation :
m2
chAacoshf=1 +?BSh ha sin AP
k2 est donc une fonction k2(m, bfa) de m et de bfa.
— Pour m=1, le tableau VIII donne en fonction du rapport b/a
les valeurs de k2 et de k'2= k2 b2fa2.
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Tableau VIII. — Valeurs de k? et k' pour m=1,
et bords y=0 et y=b encastrés.

bla | &2 (1, bJa) | K°2(1, Bya) afo | k21, bja) | K201, Bfa)
0 oo 00 0 1 20
0.1 51 638,1 | 516,381 01 1,022 04 | 102,204

0,2 3275,03 | 131,001 0.2
0.3 663,088 | 69,677 9 0,3
0.4 217,285 | 34,7657 0.4
0,5 93,1632 | 23,2908 0.5
0.6 47,5471 | 171170 0.6
0,7 27,4618 | 13,456 3 0.7
0,8 17,4129 | 11,144 3 0.8
0,9 11,8823 | 9,624 25 0.9
1 8,604 45 | 8,604 45 1

1,098 56 | 27,464 0
1,251 25 | 13,9027
1,511 67 | 9,447 92
1,92282 | 7,691 28
2,63988 | 7,06522
343040 | 7,000 81
4,674 35 | 7,363 67
6,364 12 | 7,856 94
8,604 45 | 8,604 45

Le minimum de k'2(1, bfa), égal a 6,970 90, est obtenu pour
afb= 0,660 83.

— Pour m=> 1, nous avons, en observant que |'équation donnant
k2 ne change pas lorsqu'on remplace k par pk, m par pm et bfa par
bf(pa):

1
k(m, bfa) = i k (pm, bfpa), k'(m, bfa) = k' (pm, bfap)

donc en faisant p=1/m:
k2(m, bfa) =m2k?(1, mbfa), k'(m,bfa) =k'2(1, mbfa) @

4,223 Bordy= 0simplementappuyéetbord y = bencastré.—
On trouve que k2 est la plus petite racine positive de I'équation :

Bthie=atg AB
k2 est donc une fonction k2(m, bfa) de m et de bfa.

— Pour m=1, le tableau IX donne en fonction du rapport bfa
les valeurs de k2 et de k'2 = k2b2[a2

Le minimum de k'2(1, bfa), égal & 5,409 70, est obtenu pour
a[b =0,79541.

— Pour m> 1, on utilise les relations (57).
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¥
Y
EEREERRR
X o S
' 0 O O O
0 )f E-
Fig. 19. — Plague uniformément comprimée suivant deux directions
orthogonales.

Tableau IX, — Valeurs de k* et k> pour m=1,
bord y=0 simplement appuyé et bord y=b

encastré.
bfa k(1. bfa) | k*2(1, bfa) ajb  |kx(1, bfa) |k'2(1, bja)
0 oo co 0 1 oo

01 24 638,7 | 246,387 0,1
0.2 1 584,56 | 63,3823 0,2
0.3 328,171 | 29,5354 0.3
0.4 110,872 | 17,7395 0.4
05 49,3407 | 12,3362 0,5
0,6 26,2737 | 9,458 53 0.6
0,7 16,8890 | 7,785 63 0.7
0.8 10,5680 | 6,763 52 0.8
0,9 7,565652 | 6,128 07 09
1 5,740 21 | 5,740 21 1

1,021 04 | 102,104
1.089 49 | 27,237 3
1,21640 | 13,6156
1.417 40 | 8,858 76
1,713 28 | 6,853 14
213038 | 591771
2,70076 | 5,511 75
3,462 34 | 5,408 91
4,458 93 | 5,604 85

5,740 21 | 5,740 21

Tableau X. — Valeurs de k% et k2 pour m=1,
bord y= 0 simplement appuyé et bord y= b libre

v=0,25

bla Kk2(1, bja) |K'3(1, bfa) ajp | k*(1,bja) | k'3(1, bja)

0 0o
0.1 46,554 0 10,465 540 0,1
0,2 12,3595 |0,494 380 0,2
0,3 6,029 02 |0,542612 0,3
0.4 3,81509 |0,610414 0,4
0,5 2,791 77 | 0,697 943 0,56
0.6 2,236 98 |0,805 313 0.6
0,7 1,903 26 (0,932 595 0,7
0,8 1,687 23 | 1,079 83 0,8
0,9 1,63953 | 1,247 02 0.9
1 1,43418 | 1,434 18 1

0,455 945 0] 1 00

1,000 55 | 100,065
1,011 60 | 25,289 9
1,03207 | 11,4675
1,061 87 | 6,636 60
1,100 90 | 4,403 60
1,14914 | 3,192 07
1,206 59 | 2,462 43
1,273 24 | 1,98944
1,349 11 | 1,665 56
1,43418 | 1,43418

4,224 Bord y= 0 simplement appuyé et bord y= b libre. —
On trouve que k2 est la plus petite racine positive de |'équation:
Bla2—vm=2)2thia=a(p? + vm?)2 tghp
k? est donc une fonction k2(m, bfa) de m et de b[a qui dépend du

coefficient de Poisson v.

— Pour m=1 et v= 0,25 (cas de |'acier), le tableau X donne en
fonction du rapport b/a les valeurs de k% et de k'2= k2 b2[32,

Pour la table analytique, se reporter a la premiére page de cel arlicle,

Tableau X/, — Valeurs de k* et k2 pour m=1,
bord y =0 encastré et bord y=b libre (v=0,25).

bfa k2 (1, bJa) | k'2 (1. bJa) alb

k2(1, bja) | k"2 (1, bfa)

0 oo oo 0 1 oo

0,1 1336,24 | 13,3624 01 1,000 69 | 100,069
0,2 96,7301 | 3,869 20 0,2 1,01312 | 25,3280
0,3 23,8782 | 2,149 04 0,3 1,037 71 | 11,6301
0,4 9,953 69 | 1,68259 | 04 1,076 96 | 6,724 76
0,6 5,644 79 | 1,386 20 0,5 1,12955 | 4,518 21
0,6 3,69315 | 1,32953 0,6 1,200 32 | 3,334 23
0,7 2,76374 | 1,354 23 0,7 1,29028 | 2,633 22
0.8 2,23729 | 1,431 87 0.8 1,401 61 | 2,180 02
0,9 1,912 24 | 1,548 92 0,9 1,63673 | 1,89719
1 1,698 26 | 1,698 26 1 1,698 26 | 1,698 26

On peut mantrer que k'2(1,0) = 6(1 — v) [n2,

— Pour m> 7, on utilise les relations (57). On constate que dans
ce cas le voilement est toujours obtenu pour m= 1.

4,225 Bord y = 0 encastré et bord y = b libre. — On trouve que
k? est la plus petite racine positive de I'équation ;

AchhkacosAp + B shiasinip+C=0
dans laquelle:
A=k2+m2(1—v)?, C=kz=m2(1—-v)?
m[k2(1 = 2v) - m2(1 —=v)2?]
B= Kz =m?
k2 est donc une fonction k%(m, b/a} de m et de bfa qui dépend du
coefficient de Poisson v.

— Pour m=1 et v= 0,25 (cas de |'acier), le tableau XI donne
en fonction du rapport bfa les valeurs de k2 et de k'2= k2 b2[a2.

Le minimum de k2 (1, b[a}, égal a4 1,328 28, est obtenu pour
b[a =0,612115.

— Pour m> 1, on utilise les relations (57).

4,3 VOILEMENT D'UNE PLAQUE
UNIFORMEMENT COMPRIMEE SUIVANT
DEUX DIRECTIONS ORTHOGONALES

4,31 Méthodes générales de calcul.

Soient X et Y les efforts normaux de compression par unité de
longueur, supposés constants, suivant Ox et Oy (fig. 19). Par super-
position des résultats obtenus au paragraphe 4,21, on voit que la
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valeur critique v. telle que les efforts normaux y. X et y. ¥ provoquent
le voilement de la plaque est:

s e St g
| [T e

§ désignant la famille des fonctions qui vérifient les conditions
aux limites sur le contour de la plaque.

On peut montrer que ¥, est la plus petite valeur de y pour laquelle
I'équation :
/0w 02w
+ Y |2
D AAw ka e Yaw) 0 @
admet une solution non nulle vérifiant les conditions aux limites.

En prenant X=Y =0Q, on retrouve les résultats donnés au para-
graphe 4,11.

11 n"est pas exclu que I'un des efforts X ou ¥ soit un effort de traction.
En prenant X =— ¥ =— T, on obtient le cas de la plaque simplement
cisaillée suivant les directions des bissectrices des axes. Le cas de
la plaque simplement cisaillée suivant les directions des axes s'en
déduit par une rotation des axes d'angle ‘.I'I:I4. On trouve ainsi pour
valeur critique T, =v. T de l'effort de cisaillement par unité de lon-

gueur:
J.f wAAwdSi
c___ min - @
we§ 2J‘ Gwc ds\

s 0X 0y

L'effort de cisaillement critique 7. est également la plus petite
valeur de 7 pour laquelle |"équation :

02w
DAAMW A+ 2T ——=0
0y L6t)
admet une solution non nulle vérifiant les conditions aux limites.

Le calcul de T, pour une plaque rectangulaire simplement cisaillée
peut étre fait approximativement en minimisant |'expression (60)
pour des fonctions w représentées par le développement limité:

wi(x y) = Z 2 By, SiN ism%

m=1 n=1

Le cas de la plaque soumise simultanément & un effort de compres-
sion X suivant Ox, a un effort de compression Y suivant Oy et a un
effort de cisaillement 7 suivant Ox et Oy s'étudie de la méme fagon.
Le coefficient critique v, par lequel il faut multiplier X, Y et T pour
obtenir le voilement de la plague a pour valeur:

_ \ D[[ w AAwdS J

yo= min JJs : L
Cwes ) [0 /own\? owy? ow 0w

LG v (55) +2r5 5] o)
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Fig. 20. — Plaque rectangulaire uniformément comprimée suivant
deux directions orthogonales.

La valeur critique 7. est la plus petite valeur de y pour laquelie
I'équation :
/2w 02w 0 w)
+ +
D AAw 'r[ X5= Yaz 275 )=0
admet une solution non nulle vérifiant les conditions aux limites.

4,32 Voilement d’une plaque rectangulaire
uniformément comprimée suivant deux directions
orthogonales.

Supposons la plague simplement appuyée soumise a l'effort de
compression X suivant Ox et a |'effort de compression Y suivant Oy
(fig. 20). Une déformation compatible avec les liaisons au contour est
définie par:

=S i= mrx . nny
w= 2 2 B sm——a——sm—B—

Le minimum est abtenu lorsqu‘un seul coefficient 8,,, est différent

de zéro:
m2  n¥\?
K(E*ﬁ))
Y.=ming2D -—ml,—7
( X — 1’5-5

Nous pouvons toujours supposer X> 0. En posant m2fa?=wu
et n2[b== v, les dérivées de l'expression F entre accolades sont:

OF  u+tv Xm"’ S s
. (Xu+ Yv)? il ) b!]
0F  utv n

W (Xu+ Yv)? 3 (2:h=11) _]

Nous en déduisons les valeurs de m et de n qui rendent ¥, minimal.
— Lorsque Y <1/, X, seule la dérivée 0F/0v est toujours positive;
nous devons donc prendre n=1 et m £gal 4 I'un des deux entiers
les plus voisins de la valeur m’ = {afb) /(X = 2 ¥)[X qui annule 0F/0u.

— Lorsque "[, X <Y <2X, les dérivées 0F/0u et 0F/0v sont
toujours positives ; nous devons donc prendre m=1 et n=1.
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Fig. 21. — Plaque soumise & un effort de compression variable
suivant Ox.

— Lorsque Y> 2 X, seule la dérivée 0F/Ju est toujours positive ;
nous devons donc prendre m=1 et n égal a I'u_n_des deux entiers
les plus voisins de la valeur n"= (bfa) /(Y =2X)[Y qui annule
OF[Ov.

Il est également possible de déterminer le domaine 2 du plan OXY
auquel doit appartenir le point (X, Y¥) pour que la plaque ne voile pas.

Ce domaine de sécurité D est I'intersection des domaines 9, ,

définis par:
2 2 m? n: *
_. + —— - gl el <
X sz n D\ b:‘) 0
Le domaine 9 est donc un domaine convexe limité par des segments
de droite.

Remarque: on pourrait, comme au paragraphe 4,22, étudier
le cas ot la plague est simplement appuyée le long des bords
x=0 et x = a, encastrée, simplement appuyée ou libre le long des
bords y=0 et y=b.

4,4 VOILEMENT D'UNE PLAQUE SOUMISE
A UN EFFORT DE COMPRESSION VARIABLE
DIRIGE SUIVANT Ox

Nous supposons que la plague supporte un effort normal X dans
la direction Ox fonction de y:

X=Eo(y)

Le travail '© des forces extérieures a pour valeur:

] b xa(r)/.)w E'_
Tu:i-r;fuq)[y]dyf‘ y)l\_ﬂ; . x—'—ﬁfj fP(Y) (}x

La méthode de I'énergie (§ 1,5) nous donne pour volume critique &, :

_n \ ij.wﬁAwdS )
WE&“J 00 (3) ) ®

& désignant la famille des fonctions w qui vérifient les conditions
aux limites sur le contour de la plaque.

&=

Il est possible de montrer que la valeur critique . est la plus petite
valeur de £ pour laguelle I'équation :

DMw%mm;‘f-o @

admet une solution non nulle vérifiant les conditions aux limites.
La méthode de I'énergie a permis d'étudier le voilement d'un
plaque rectangulaire simplement appuyée comprimée et fléchie

(fig. 21). Dans ce cas, I'effort de compression X supporté par la
plague est:

x=§<1 e 3{)

La saction totale de la plaque, de hauteur b, supporte alors un
effort normal AV et un moment fléchissant M :

N=(1-3 B)oe  mM=ogps

valeur i = 0 correspond & la compression simple, et la valeur
B=2 a la flexion simple.

Inversement, étant donné M et N, nous trouvons :

12 M _6M+ Nb

B=smns’ =T bz
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